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Bu galigmada birim disk i¢inde taniml1 analitik ve m-katli simetrik, bi-iinivalent fonksiyonlardan
olusan iki yeni alt siif ele almmustir. Ayrica ele alman bu siniflar igin kesin olmayan |a,,;| Ve |a,,.,|

baslangi¢ katsayr sinirlari elde edilmistir. En son kisminda ise bu sonuglar ile yakindan ilisgkili ve daha
once calisilmis olan bazi sonuglara yer verilmistir. Bu sonuglardan da anlayabiliriz ki buldugumuz
tahminler daha Gnce var olan bazi katsay tahminlerinin bir genellemesidir.
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In this work, we consider two new subclasses of function class consisting of analytic and m-fold
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SIMGELER VE KISALTMALAR

N : N={12,..} Dogal sayilar kiimesi
N, : Nu{0}

R : Reel sayilar kiimesi

C : Kompleks diizlem

U : {ZeC:|Z|<1},ag:1kbil’im disk

u, 1 {zeC:|z|<r <1}, agik birim disk

> Koebe fonksiyonu

@)

f<g : f fonksiyonunun g fonksiyonuna subordinasyonu
A : Normalize edilmis analitik fonksiyonlar smifi
S : Univalent fonksiyonlar sinifi
P : Caratheodory fonksiyonlarinin sinifi
S : Yildiz1l fonksiyonlar smifi
K : Konveks fonksiyonlar sinifi
S"(a)  : a mertebeli yildizil fonksiyonlar sinifi
K(a) :a mertebeli konveks fonksiyonlar smifi
)y : Bi-tinivalent fonksiyonlar sinifi

Re f(z) : f(z) fonksiyonunun reel kismi

Imf(z) : f(z) fonksiyonunun imajiner kismi

arg f(z) : f(z) fonksiyonunun argiimani

hI : Birim disk i¢inde tanimli m-kath bi-iinivalent fonksiyonlarin sinifi

Q : Schwarz fonksiyonlarmin smifi



1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi analitik fonksiyonlarin geometrik o6zellikleri ile
ugrasan kompleks analizin dnemli bir dalidir. Fonksiyonlar teorisinin baglangici 18.
yiizyilda, L. Euler’e dayanmaktadir. Modern fonksiyonlar teorisi 19. yiizyilda gelisme

gostermeye baslamistir. B. Riemann, 1851 yilinda z - diizleminin basit baglantili bir
D, cC(D,#C) bolgesini, w— diizleminin basit baglantili bir D, bélgesi iizerine
resmeden analitik bir f fonksiyonunun var oldugunu gostererek geometrik

fonksiyonlar teorisinin olusmasina sebep olmustur. Geometrik fonksiyonlar teorisinin
en 6nemli konularindan biri tinivalent fonksiyonlar teorisidir. Bununla ilgili ilk ¢aligma
Koebe’nin 1907 yilinda normalize edilmis {linivalent bir fonksiyonun kendisinin ve
birinci tiirevinin modiilleri tizerindeki katsay1 sinirlarini ispat ¢alismasidir. Daha sonra
Bieberbach’in bu fonksiyonlarin ikinci katsayilar1 igin 1916 yilinda elde ettigi katsay1
kestirimi ve bu kestirimin sonuglar1 da tinivalent fonksiyonlar teorisinin 6nemini ortaya
koymustur. Boylece geometrik fonksiyonlar teorisi pek ¢ok matematik¢inin ilgisini
¢cekmeye baslamistir. Ayrica iinivalent fonksiyonlar ve alt smiflar1 {izerine birgok
calisma yapilmistir.

Bieberbach tahmininin, Branges tarafindan 1984 yilinda ispatlanmasina kadar
problemin ¢oziimii ile ilgilenen matematik¢iler normalize edilmis analitik ve tinivalent
fonksiyonlar sinifinin bazi alt siniflarin1 tanimlayarak bu alt siniflara ait fonksiyonlarla
ilgili degisik bagmtilar elde etmislerdir. Branges tarafindan yapilan ¢aligmada katsayi
probleminin ¢oziilmiis olmasi, bu konuda c¢alisilacak bir sey kalmadigi anlamina
gelmemis, aksine {inivalent fonksiyonlar teorisini daha da zenginlestirerek bu alanda
calisgan matematikgilerin tnivalent fonksiyonlarin degisik alt siniflar1 {izerindeKi
problemlere yogunlagsmalarina neden olmustur.

Hem kendi hem de tersi linivalent olan fonksiyonlara bi-iinivalent foksiyonlar
denir. Bi-tinivalent fonksiyonlarla ilgili yapilan ilk ¢aligma ise 1967 yilinda Lewin

tarafindan yapilmistir. Lewin, bi-iinivalent fonksiyonlarin sinifin1 Y. ile gostererek bu

smifa ait fonksiyonlarn ikinci katsayilari igin |a2|<1.51 oldugunu gostermistir.

Brannan ve Clunie, 1967 yilinda her f € icin |a2| <2 oldugunu agik bir problem

olarak ortaya atmiglardir. Netanyahu, 1969 yilinda her f e icin max|a2|=ﬂ

3

oldugunu gostermistir. Daha sonra |a2|<1.485 oldugu 1985 yilinda Tan tarafindan



gosterilmistir. Kedzierawski ise, 1985 yilinda Brannan ve Clunie tarafindan elde edilmis
olan |a2|s\/§ tahmininin ispatin1 bi-yildizil fonksiyonlar i¢in yapmustir. Brannan ve

Taha, 1985 ve 1986 yillarinda a—mertebeden bi-konveks ve bi-yildizil fonksiyonlarmn

a, ve a, katsayillarmin modiillerinin smirlartyla ilgili tahminler elde etmislerdir. Son

yillarda pek ¢ok matematikei, bi-iinivalent fonksiyonlarin gesitli alt siiflar1 i¢in katsay1
tahminlerinde bulunmuslardir.

Calismamizda gerekli olacak bazi temel tanim ve teoremler tezin kuramsal
temeller boliimiinde agiklanmistir. Materyal ve yontem boliimiinde ise iinivalent ve bi-
iinivalent fonksiyonlar tanitilarak normalize edilmis iinivalent fonksiyonlar sinifina ve
bazi alt smiflarina ait 6nemli 6zellikler verilmistir. Son olarak m-kath simetrik bi-
iinivalent fonksiyonlar sinifi ve bu smifa ait sonuclar ile yakindan iliskili, daha 6nce
calisilmis bazi sonuglara yer verilmistir.

Arastirma sonuglar1 ve tartisma olarak verilen boliimde, birim disk iginde

tanimli analitik ve m-kath simetrik bi-tinivalent fonksiyonlardan olusan Sy (7,4,c) ve
Sy (z, A, B) olmak iizere iki yeni alt sinif ele alinmistir. Ayrica ele alinan bu smiflar

i¢in kesin olmayan |a, ;| Ve |a,,.,| baslangic katsay1 sinirlar1 elde edilmistir.

Sonuglar ve oOneriler olarak verilen son bdliimde ise, bir 6nceki bolimde elde
ettigimiz katsayr smirlarmin 6zel durumlar1 olarak bazi sonuglar verilmistir. Bu
sonuglardan da anlasilacagi gibi buldugumuz tahminler daha 6nce var olan bazi katsay1

tahminlerinin bir genellemesi niteligindedir.



2. KURAMSAL TEMELLER
Bu boliimde, tezde kullanilan temel tanimlara yer verilecektir. Ayrica tez
boyunca ihtiya¢ duyulan 6nemli teoremler ve bu teoremlerin sonuglar1 ispatsiz olarak

verilecektir.
Tanim 2.1 (Komsuluk) z, € C noktas: verilsin. D(Zo;g) = {Z eC: |Z - ZO| < 5} (£>0)
kiimesine z, noktasinin ¢ komsulugu veya & yaricapl agik disk denir.

Tanmim 2.2 (Disk) C kompleks sayilar kiimesi, z, €C ve r >0 olmak iizere,
D(zy;r)= {Z eC:lz—z|< r} kiimesine I yarigaph z, merkezine sahip ac¢ik disk,
5(20; r) = {Z eC: |Z - Zo| < r} kiimesine r yarigapli z, merkezine sahip kapal: disk,
0D(z,;r)={zeC:|z—2z,|=r} kiimesine de r yarigapli z, merkezine sahip gember
denir.
Tamm 2.3 (i¢c Nokta ve Kapams Noktas1)) Ac C herhangi bir kiime ve z, €A
olsun. z, noktasmm bir r komsulugu tamamen A kiimesinde kalryorsa, baska bir
deyisle D(Zo; r) A olacak bigimde bir r >0 sayisi var ise z, noktasina A kiimesinin
bir i¢ noktas: denir. Eger her D(z,;r)cA diski, A kiimesinin bir elamanmi ihtiva

ediyorsa z, noktasmna A kiimesinin bir kapanis noktasidir denir.
Tamm 2.4 (Acik ve Kapah Kiime) Her noktasi i¢ nokta olan kiimeye a¢ik kiime,

tiimleyeni agik olan kiimeye ise kapali kiime denir. r>0 olmak iizere D(z,,r) diski

bir agik kiime ve D(z,,r) kiimesi de kapali kiimedir.
Tanim 2.5 (Yigilma Noktas1)y M cC ve M = olsun. M kiimesinin z, noktasinin

her D(z,,¢) komsulugunda, z, noktasindan farkli bir z noktast varsa bu z; noktasina

M kiimesinin bir yigilma noktas: denir.

Tamim 2.6 (Baglantih ve Baglantisiz kiime) M — C alt kiimesi verilsin. M kiimesi
bos kiimeden farkli, ayrik iki ag¢ik kiimenin birlesimi seklinde yazilamiyorsa M
kiimesine baglantilidir denir. Baglantili kiimenin diger bir tanim1 da asagidaki sekilde
verilebilir.

McUUW MNU=z0 , MV ve MnNUNV = olacak sekilde

bostan farkli U ve V acik kiimeleri bulunamiyor ise, M kiimesine baglantili kiime

denir. Ornegin C , R ve M ={ z :|Z| <1} kiimeleri birer baglantili kiimedir.



Baglantili olmayan kiimeye baglantisiz kiime denir.

B = {Z :Imz=0 ve Rez rasyonel say1 } kiimesi baglantisiz kiimeye 6rnek olarak
verilebilir.
Tanim 2.7 (Bolge) Kompleks diizlemde bos kiimeden farkli agik ve baglantili olan

kiimelere bdolge denir. C hem agik hem de baglantili oldugu igin bir bolgedir.

Tanim 2.8 (Egri) [a,b]cR olmak tizere y:[a,b]—>(C stirekli fonksiyonuna C de

bir egri denir. Burada y(a) ve 7(b) noktalarma sirastyla egrinin baglangic ve bitis

noktalar1 ad1 verilir. Baslangi¢ ve bitis noktasi ayni olan egriye kapali egri denir. Ug
noktalarin ¢akigmasi hari¢, kendini kesmeyen egrilere basit egri, hem basit hem de

kapali egrilere de basit kapali egri veya Jordan egrisi denir. Ornegin «a(t)=e€",
0<t<2x ile verilen egri Jordan egrisidir.

Tammm 2.9 (Basit Baglantih Bolge) C de bir A bolgesini alalim. Eger A
bolgesindeki her basit kapali egrinin i¢i tamamen A da kaliyor ise A bolgesine basit
baglantili bolge denir.

Tamm 2.10 (Kompleks Fonksiyon) Ac C bostan farkli bir kiime olmak tizere, A
kiimesindeki her bir z elemanina w kompleks sayisini karsilik getiren kurala A dan C
ye bir kompleks fonksiyon denir ve f:A—C ile gosterili. Bir f kompleks

fonksiyonu w= f (z) ile ifade edilir.

Tammm 2.11 (Kompleks Fonksiyonun Limiti) A kiimesi C kiimesinin alt kiimesi
olmak tizere, f:A—C fonksiyonu tanimlansm. Burada z,eC A kiimesinin bir

y1g1lma noktas1 olsun ve bir w, kompleks sayis1 verilsin. Bu durumda 0 < |z - zo| <o ve
>0 kosullarin1 saglayan her ze A igin ‘f (Z)—WO‘ <& olacak sekilde bir
5=06(2y,6)>0 sayist var ise f fonksiyonunun z, noktasindaki limiti w, olur ve
ZILrQ f (z)=w, bi¢iminde gdsterilir.

Tamm 2.12 (Siireklilik) A kiimesi C kiimesinin alt kiimesi olmak iizere, z, € A ve
f : A— C bir fonksiyon olsun. Her & >0 sayis1 igin |z2—2,| <& kosulunu saglayan her
ze A igin ‘f (z)-f(z, )‘ <& denklemini saglayacak bi¢imde bir &=6(z,,¢)>0

sayisi var ise, f fonksiyonu z, noktasinda siireklidir denir.

Tanmim 2.13 (Diferensiyellenebilirlik) Ac C olmak iizere f:A— C bir fonksiyon ve
Z, noktas1 A kiimesinin bir i¢ noktas olsun. Eger

lim f (Z)_ f (ZO)
71, -1,

limiti var ise f fonksiyonuna z, noktasinda diferensiyellenebilirdir (veya

tiirevlenebilirdir) denir. 3—f(20) veya f'(z,) ise limitin degerini gdsterir ve bu
z



ifadeye f fonksiyonunun z, noktasindaki tiirevi adi verilir. f'(z,) tirevi de C

kiimesinin bir elemanidir.

Tamim 2.14 (Analitiklik) Ac C olmak iizere f : A— C fonksiyonu z, noktasinda ve
bu noktanin uygun bir komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilir ise f
fonksiyonuna z, noktasinda analitiktir denir. f fonksiyonu z, noktasinda analitik
degilse, bu noktaya fonksiyonun singiiler noktas: denir. Eger her z;, € A noktasinda f

fonksiyonu diferensiyellenebilir ise f fonksiyonuna A kiimesi tizerinde analitiktir
denir. C karmagik sayilar kiimesinde analitik olan fonksiyona ise tam fonksiyon denir.

Z = x+iyolmak tizere f(z)=u(X,y)+iv(x,y) fonksiyonu analitik ise

Nxy) ve M

__
Y Y (X, y)= x (x,y)

ou
- X, —
v (x,Y)

ile verilen Cauchy-Riemann denklemleri saglanir.

Ornegin f(z)=e® fonksiyonu bir tam fonksiyondur. Fakat f(z)=logz bir tam

fonksiyon degildir. Ayrica g(z)=Z fonksiyonu ise Cauchy-Riemann denklemlerini
saglamaz ve dolayisiyla hi¢bir yerde analitiklik degildir.

f(z)=u(x,y)+iv(x,y) fonksiyonuigin f, ve f, kismi tiirevleri

of 1 . 1 . .
f =—==(f —if,))==(u,+iv, —iu, +Vv
z 82 2( X y) 2( X X y y)
of 1 . 1 . .
f =—==(f +if )==(u, +iv, +iu, —Vv
4 87 2( X y) 2( X X y y)

seklindedir. Eger bir f(z) fonksiyonu bir D bolgesinde analitik ise f, =0 ve
f,=1'(z) olur. Aksine eger bir D bolgesinde f,=0 veya f,=1f'(z) ise f(z)
fonksiyonu bu D bolgesinde analitiktir. Ayrica Jakobian determinanti,

u

u
|fz|2—|fz|2=J(MJ= S
X,y

v, V
X y
olarak yazilabilir. Cauchy-Riemann denklemlerinin bir sonucu olarak, Jakobian
determinant1 J ; (z),

f'(z)f

. 2
ux+|uy‘ =

Jf(z):J(Ej:ueruj:
X,y

olarak yazilabilir.



Teorem 2.15 (Maksimum Modiil Prensibi): f(z), A bolgesinde sabit olmayan

analitik bir fonksiyon olsun. |f(z), A bolgesinde maksimum deger alamaz.

(Ponnusamy, S. and Silverman, 2006)

Sonug 2.16 A sl bir bolge ve sabit olmayan f(z) fonksiyonu da bu bélgenin

sinirinda siirekli ve i¢inde analitik bir fonksiyon olsun. Bu durumda ‘f (Z)‘ maksimum

degerini A bolgesinin sinirinda alir.

Maksimum Modiil Prensibi’nin 6nemli bir sonucu olan Schwarz lemmas: asagidaki
gibidir.

Lemma 2.17 (Schwarz lemmasi) f(z) fonksiyonu U ={z:|z|<1} birim diskinde

analitik ve f(0)=0 olsun. Eger U birim diskinde |f(z)<1 ise

f'(0)| <1 ve
| (2)|<|z| olur. Esitlik durumu ise sadece @R igin f(z)=€"z fonksiyonu ile
saglanir (Ponnusamy, S. and Silverman, 2006).
Teorem 2.18 (Minimum Prensibi) f(z), A bdlgesinde sabit olmayan bir fonksiyon
ve her ze A igin f(z)=0 olsun. Bu durumda |f (z)|, A bdlgesinde minimum deger
alamaz (Ponnusamy, S. and Silverman, 2006).

Sonug 2.19 A sl bir bdlge, f(z) sabit olmayan bir fonksiyon ve her ze A i¢in

f(z)#0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonunun A bdlgesinin i¢inde analitik ve sinirmda

sirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda |f(z)| minimum degerini A bélgesinin

smirmda alir.
Tanim 2.20 (Argiiman) Kompleks diizlemde z#0 kompleks sayist verilsin. Bu z
kompleks sayismin belirttigi vektoriin X ekseninin pozitif kismu ile yaptigi agiya z

kompleks sayisinin argiimani denir. Vektoriin pozitif reel eksen ile yaptigi 6 agisina ise
Z nin argiimenti denir ve @ =arg(z) bigiminde gosterilir.
Tamim 2.21 (Konform Déniisiim) Kompleks diizlemin bir D bolgesinde bulunan

f:E—>C siirekli doniisiimii verilsin. Eger aralarinda f agist bulunan ve z, €D
noktasindan gegen herhangi iki 4, A, egrileri i¢in f(4,) ve f(4,) fonksiyonlarmm

resmettigi bdlgenin egrileri de W, = f(z,) noktasinda aralarmda yon ve biiyiiklik



yoniinden S agis1 oluyorsa, f fonksiyonuna z, noktasinda bir konform déniisiim
denir. Sayet bir f fonksiyonu, bir E < C bolgesinin noktalarinin tamaminda konform

ise, f fonksiyonu D bdlgesinde konformdur denir.

Omnegin; f(z)=e’ doniisimi C diizleminin tamaminda konformdur. Ayrica en

onemli konform doniistimlerden biri a,b,c,d karmasik sabitler olmak tizere

f(z)=aZer , ad-bc#0
cz+d

ile verilen Mébius doniisiimiidiir. Bu doniisim genisletilmis kompleks diizlemi
(C_, =Cuwm) kendisi lizerine konform olarak resmeder.

Asagidaki teorem ile analitiklik ve konform doniisiimler arasindaki baglantiy1
verebiliriz.

Teorem 2.22 f fonksiyonunun analitik oldugu her z noktasinda f'(z)#0 kosulu

saglaniyorsa, f fonksiyonu konformdur (Duren 1983).

Tamm 2.23 (Dizi) f:N—C, f(n)=z, fonksiyonuna C de bir kompleks dizi denir.

Tamm 2.24 (Seri) (z,), kompleks bir dizi olmak iizere z,+27,+2,+..+2, +...

ifadesine kompleks seri denir ve bu seri Zzn bi¢iminde gosterilir. Bu serinin kismi

n=1

toplamlar dizisi ise s, =_z, seklinde tanimlanan (s, ) dizisidir.
k=1

z, €C olsun. Budurumda > a,(z-2,)" seklindeki

n=0

Tamm 2.25 (Kuvvet Serisi) a

serilere kuvvet serileri ad1 verilir.
Teorem 2.26 (Taylor Teoremi) Eger f fonksiyonu z, noktasinda analitik ise f
fonksiyonu bu noktanin bir komsulugunda

f(2)- T (2-2) -3

n=0 n=0 n l

ZO)(z—zo)"

seklindeki kuvvet serisi ag¢ilimina sahiptir. f fonksiyonunun tanimlanan bu kuvvet

serisine z, noktast komsulugundaki Taylor serisi adi verilir. Taylor serisinde z,=0

0zel durumu igin,

5 f‘”)l(O)Zn

n=0 n:

bulunur ve elde edilen bu seriye Maclaurin serisi denir.



3. MATERYAL VE YONTEM

Bu bolimde tezin hazirlanmasinda kullanilan 6nemli tanim ve teoremler
verilecektir.
3.1 Univalent Fonksiyonlar

Tamim 3.1.1 (Univalent Fonksiyon) D < C kompleks bolgesinde bir f fonksiyonu
tammli olsun. Her z,z,eD i¢in f(z,)=f(z,) olmasi sadece z =z, olmasim
gerektiriyorsa  (yada z, =z, oldugunda f(z,)# f(z,) ger¢eklesiyor ise) f(z)
fonksiyonuna D bdlgesinde dinivalent (schlicht yada yalinkat) fonksiyon denir.
Ornegin; f(z)=7 fonksiyonu iinivalent bir fonksiyondur.
Tamm 3.1.2 (Yerel Univalent Fonksiyon) f fonksiyonu bir D bolgesinde tanimli
olsun. Eger f fonksiyonu z e D noktasmin en az bir komsulugunda tinivalent ise f
fonksiyonuna z noktasinda yerel iinivalent fonksiyon denir.
Teorem 3.1.3 D boélgesinde analitik olan f fonksiyonunu ele alalim. O zaman z, € D
noktasinda f fonksiyonunun yerel iinivalent olmast igin gerek ve yeter sart f'(z,) =0
olmasidir.

D bolgesinde tanimlanan f fonksiyonu z;, € D noktasi i¢in yerel {inivalent
oluyorsa f'(z,) tirevi de f fonksiyonunun z; noktas: etrafindaki yerel geometrik

davranisini belirler.
Yerel tinivalent olan bir fonksiyon, donmeyi ve agilar1 korudugu i¢in {inivalent

bir fonksiyon konform bir doniisiim ile esdeger kabul edilir. Diger yandan, bir D < C
bolgesi i¢in f'(z,)#0 kosulu f fonksiyonunun D bélgesinin tamaminda iinivalent
olmas: i¢in gerek kosul iken yeterli olmamaktadir. ifade edilen durumu asagidaki

ornekle aciklayabiliriz:

f (z) =2° fonksiyonu D= {Z 1< |z| <2,0<argz< 377[} bolgesinde yerel iinivalent

oldugu halde iinivalent degildir. Gergekten f(z)=2z* fonksiyonu, D bdlgesinde

analitik ve her z, e D i¢in f'(z,)#0 saglandigindan yerel iinivalenttir.
Fakat
5 5 5 .25

f(%”ﬁjzf(_ﬁ_iﬁj:'?



oldugundan f(z)=2* fonksiyonu D bdlgesinde iinivalent degildir. Eger D < C
bolgesinde f analitik fonksiyonu yerel iinivalent ise, bu durumda z € D noktasinda

f'(z) tirevi, f fonksiyonunun yerel geometrik davramsinin belirler. ‘f’(z)‘ ve

arg f'(z) degerleri swrasiyla yerel bilyiime (uzunluklar igin) ve yerel donme

carpanlaridir.

Univalent fonksiyonlar teorisinin en 6nemli sonuglarmdan biri olan Riemann
Doniisiim Teoremi asagidaki sekilde verilmistir.
Teorem 3.1.4 (Riemann Doniisiim Teoremi) Kompleks diizlemin her D < C basit
baglantili alt bolgesini U birim diski {izerine birebir ve konform olarak doniistiiren ve

Z, € D olmak iizere f(z,)=0 ve f'(z,)>0 sartlarini saglayan bir tek f fonksiyonu

vardir (Duren, 1983).

Tamm 3.1.5 (Normalize Edilmis Analitik Fonksiyonlar)

Analitik olarak, bir tinivalent fonksiyon sifirdan farkli tiireve sahip iken; geometrik
olarak da basit egrileri basit egrilere doniistiiriir. Hem analitik hem de {inivalent olan bir
fonksiyon ise basit baglantili bdlgeleri yine basit baglantili bolgelere doniistiiriir.

Riemann doniisiim teoremine goére, keyfi basit baglantili bir bolgede tanimli f

tinivalent fonksiyonunun yerine U agik birim diskinde tanimli {inivalent bir f
fonksiyonu segilebilir. Bu fonksiyon i¢in f(0)=0, f’(0)=1 normallestirme kosullar1

ele alinirsa,
f(z)=z+> az" ,(zeV) (3.1)

n=2
acilimi vardrr. Burada (3.1) bigiminde tanimlanmis fonksiyona normalize edilmis
analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik fonksiyonlarm smifi A ile
gosterilir ve

A={f (z)=z+> a,z"; f analitik, z eU}
n=2

olarak yazilir.

Tamim 3.1.6 (S simfi) U agik birim diskinde tinivalent olan f € A fonksiyonlarinin
olusturdugu smifa S sinifi denir ve

S :{f eA:vVzeU igin f —Univalent}
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olarak yazilir (Duren, P. L., 1983)

S smifina ait fonksiyonlar i¢in baz1 6rnekler asagidaki gibidir.
(i) w=f (z)=z(1—z)’1 fonksiyonu U birim diskini Re(w)>—% sag yarl
diizlemi lizerine resmeder.
(i) f(z)=z(1-2%)" fonksiyonu U birim diskini C~{(~0,~1/2]U[1/2,0)}
bolgesi tizerine resmeder.
(i) f(z)=2(1-z ) Koebe fonksiyonu U birim diskini C—(o0,~1/4]bblgesi

iizerine resmeder.
Ayrica Koebe fonksiyonu, tinivalent fonksiyonlar teorisinde bir¢gok problem i¢in

ekstremal bir role sahiptir.

k(z)= z S = 1 (1+ . j 1 doniisiimii asagidaki sekilde resmedilebilir.
(1_ z) 4\1-z) 4

J
.)

1
7lz2-1

Sekil 3.1 Koebe fonksiyonu altindaki U birim diskinin resmi

Bununla beraber S smifi asagidaki teoeremde verilen bazi doniisiimler altinda
korunur.

Teorem 3.1.7 f €Solmast durumunda asagidaki ifadeler dogrudur (Duren, P. L.,

1983).

0] Eslenik alma: g(z) = f(Z)=z+a,z° +... ise ge S dir.

(i) Dondiirme (Rotasyon): 8 € R olmak {izere
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() =6 f(e) =2+ a2, (zeU)

n=2
fonksiyonu S smifina aittir.

(ili)  Genigleme (Dilatasyon): f €S ve 0<r <1 olmak tizere

g(z)=r"f(rz) = z+ianr”‘1z”, (zeU)
n=2

fonksiyonu S sinifina aittir.

(iv)  Disk otomorfizmi (Koebe veya Bieberbach donisiimii): f €S ve aeU

olmak tizere

1+az
A-laf) f'(@)

f(ZJr_a]—f(a)

9(2) = , (zeU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(v) Deger bolgesi donisimii: f eSolmak tizere w fonksiyonu f(U) da
tinivalent ve W(0)=0, w/(0)=1 kosullarin1 saglayan bir fonksiyon ise
we f €S dir.

(vi)  Cikarilmigs deger donigimii: feS ve weg f(U) olsun. Bu

durumda

f(2)

= oyw

(zeU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

(vii)  n.kok doniisimii: f €S olmak lizere n=2,3,... i¢in

9(2)=Yf(") =z +%zn+l +%(2na3 —(n-Dak)z*"*+.., (zeU)

fonksiyonu S sinifina aittir.

Teorem 3.1.8 feS olsun. f(U)oU,, dir. Bu sonug Koebe fonksiyonunun

dénmeleri icin kesindir. Ustelik () f (U ) :U]/4 dir ( Duren, P. L., 1983).

fesS

Teorem 3.1.9 S smifi kompaktir ( Duren, P. L., 1983).
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S smifina ait olan bir f fonksiyonu i¢in 1916’da Bieberbach, bir {ist smir
bulma problemini ilk defa |a2| katsayist i¢in yapmistir ve bunu asagidaki teorem ile

kanitlamistir.

Teorem 3.1.10 (Bieberbach Teoremi) feS fonksiyonu igin |a,[<2 esitsizligi

saglanir. Esitlik i¢in, f fonksiyonunun Koebe fonksiyonunun bir donmesi olmasi

gerekli ve yeterlidir (Bieberbach, 1916).
Bieberbach, bu esitsizligi genisleterek S sinifina ait bir fonksiyon i¢in 1916

yilinda |a,/]<n durumunu gergekledigi konusunda bir kestirimde bulunmustur.

Bieberbach tahmini olarak bilinen ve olduk¢a karmasik olan bu problem L. De Branges

tarafindan 1985 yilinda ispatlanmistir.

Teorem 3.1.11 (Bieberbach Tahmini) f €S fonksiyonu n=2,3/4,... i¢cin |a,|<n

esitsizligi vardir. Esitligin olmasi igin gerek ve yeter sart f fonksiyonunun Koebe

fonksiyonunun dénmeleri olmasidir (Bieberbach, 1916).

Bu tahmin i¢in bulunan sonuglar tarihsel bir sekilde asagida verilmistir.

la,]<2, Bieberbach (1916).
|a;]<3,  Lowner (1923) (Lowner diferensiyel Denklemi).
la,]<4, Garabedian, Schiffer (1955), (Grunsky esitsizligi).
las|<5,  Pederson, Schiffer (1972).
lag|<6,  Pederson (1968), Ozawa (1969).
la,|<en, Littlewood (1925).
la,| < [7/6n <1.081n, FitsGerald (1972).
la,]<n, neN, n>2 L. De Branges (1984).
f €S tnivalent fonksiyonlar1 i¢in en 6nemli ve en temel olan geometrik

netice, 1907 yilinda Koebe tarafindan verilen ve Koebe dortte bir teoremi olarak bilinen

inlii teoremdir. Her bir f €S fonksiyonu f(O)=O ozelliginde bir agik doniisiim

oldugundan 6tiirii bu doniisiimlerin resmi, orjin merkezli bazi diskleri kapsar. Koebe,

S smifindaki biitiin fonksiyonlarin resimlerinin p bir mutlak sabit olmak sartiyla ortak

bir |W|< p diskini kapsadigini bulmustur. Koebe fonksiyonu, p mutlak sabiti igin
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|'O|<% durumunu saglar. Daha sonra Bieberbach p mutlak sabitinin % seklinde

alinabilecegini belirten Koebe kestirimini olugturmustur.

Teorem 3.1.12 (Koebe Dortte Bir Teoremi) S smifinda bulunan fonksiyonlarin
. 1 L
tiimiiniin ~ resmi {w:|w|<z} diskini kapsar (Duren, 1983). Bu sonu¢ Koebe

fonksiyonun donmeleri i¢in kesindir.

Bibeberbach’mn ispatladigi |a,|<2 ifadesindeki katsay: esitsizligi, konform

doniisiimlerin geometrisi igerisinde bulunan biiylime ve biikiilme teoremleri gibi daha

iist diizey uygulama alanlarma sahip teoremlerin elde edilmesine olanak saglamustir.

Bilyiime teoremi, tiim f €S iinivalent fonksiyonlar: iizerinde sirasi ile ‘f (z)‘ ve

‘ f ’(Z)‘ fonksiyonlari i¢in sinirlar olusturur.
Biikiilme teoreminin olusumu, f €S iinivalent fonksiyon doniisiimii altinda

yay uzunlugunun sonsuz kiiciik biiyiime ¢arpani olarak ‘f’(z)‘ nin geometrik

f'(z)‘zjakobiyen isleminin

aciklamasidan veya sonsuz kii¢iik biiyiime ¢arpani olarak

sonucundan meydana gelmektedir.

Teorem 3.1.13 (Biikiilme Teoremi) S sinifindaki her f fonksiyonu ig¢in,
1-r

(1+ r)3

<f()< 2 fg=r<t
(2=r)
esitsizligi saglanir (Goodman 1983).
Biikiilme teoreminin sonuglarina dair asagidaki teorem 6nemlidir.

Teorem 3.1.14 S smifindaki her f fonksiyonu igin,

|Zf"(Z)_ 2r? | Ar ~
‘f’(z) 1—r2‘sl—r2 ' A =r<t

esitsizligi saglanir (Goodman 1983).

Teorem 3.1.15 (Biiyiime Teoremi) S smifindaki her f fonksiyonu igin,

r

(1+ r)2 =

F(2)| < — lz|=r<1

-y

esitsizligi saglanir (Goodman 1983).
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Bazi durumlarda daha kullanish olabilen, Biiylime ve Biikiilme teoremlerinin
birlestirildigi bir diger esitsizlik asagidaki teoremde verilmektedir.
Teorem 3.1.16 S smifindaki her bir f fonksiyonu igin |Z| =r <1 olmak iizere,

1+r
1-r

1-r
<
1+r

zf '(z)| .
f(2)|
esitsizligi saglanir (Duren 1983).
3.2. Univalent Fonksiyonlarin Bazi Alt Simiflani

Bu kesimde S sinifinin alt smiflar1 ve bu alt simiflarin bazi temel 6zellikleri
verilecektir. Bu alt siniflar arasinda yildizil, konveks, « mertebeli yildizil, & mertebeli
konveks fonksiyon siniflar1 bulunmaktadir. Hem analitik hem de geometrik 6zelliklere
sahip olan bu alt siniflar pozitif gergel kisma sahip fonksiyonlar sinifi ve subordinasyon
kavrami ile yakindan iligkilidir.
Tanmim 3.2.1 (Caratheodory Sinifi) P simifi,

f(z)=1+p,z+ p,2* +...+ p,2" +...:1+i p.2"
n-1

seklinde, U birim diskinde analitik olan ve birim diskteki z noktalar1 igin

Re{ f (z)} >0 olacak sekildeki tiim fonksiyonlarin smifidir. Bu smif pozitif gercel

kisma sahip fonksiyonlar sinifi veya genellikle Caratheodory Swnifi olarak adlandirilir.
Burada f(z) fonksiyonu iinivalent olmak zorunda degildir. Ornegin, f(z)=1+2"
fonksiyonu bir n>0 tamsayisi i¢in P smifindadir ancak n>2 igin bu fonksiyon
iinivalent degildir.

Koebe fonksiyonunun S sinifi i¢in oynadigi merkezi rol gibi,

Lo(z)=i+—2=1+22+223+...:1+222”
-7 n=1

Mobius fonksiyonu da P sinifi i¢in 6nemli bir rol oynar. Bu fonksiyon P smifindadir,
birim diskte analitik ve iinivalenttir, istelik birim diski Rew >0 yar1 diizlemi iizerine
resmeder. Ancak L,(z) fonksiyonunu ile Koebe fonksiyonu arasinda dikkate deger bir
fark vardir. S smift igin pek ¢ok ekstremal problemde Koebe fonksiyonu (veya bir

dénmesi) tek ¢dziimdiir. Bu durumun aksine, L;(z) fonksiyonu P smifindaki |p,|

degerini maksimize eder fakat n>2 ise p, =2 olacak sekilde P smifinin sonsuz

coklukta baska fonksiyonu vardir ve bunlarin hi¢biri, bir digerinin donmesiyle elde

edilemez.
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P smifi konvekstir. Yani, g ve u, , u+u ,=1 kosulu ile negatif olmayan

sayilar ve f (z) ile f,(z), P smifina ait fonksiyonlar ise

f(2) =1 1,(2) + 11, 1,(2)

fonksiyonu da P smifindadir. Buradan, bir sonlu toplama ve her k icin g >0 ve

o0

> 4, =1 kabuli ile

k=1

JORDWANE)

yazilabilir.

P smifina ait fonksiyonlarm katsayilar1 i¢in olduk¢a kullanisli olan bir teorem
1907 yilinda Caratheodory tarafindan verilmistir.
Teorem 3.2.2 (Caratheodory Teoremi) N >1 belirli bir tamsayir olsun. Eger

f(z2)=1+ Z p,z" fonksiyonu P smifinda ise |pn| < 2 esitsizligi saglanir. Bu esitsizlik

n=1

kesindir. 7 :ez% ve k=12,..,N i¢in g4 >0 olmak iizere,

N 1_+_ kz 00 N
F(D)=2 s =1+ 2p,2
n=1

k=1 -

N

ve Z/‘k =1 ise, F(z) fonksiyonu P smifindadir denir ve B, =2 olur (Caratheodory

k=1

1907).
Tammm 3.2.3 (Schwarz Fonksiyonu) U birim disk iginde analitik olan ve
w(z) :ZCHZ” biciminde gosterilen w fonksiyonu her zeU sayist igin w(0)=0 ve

n=1
|w(z)| <1 sartlarim sagliyor ise bu fonksiyona Schwarz fonksiyonu denir ve Q simgesi
ile gosterilir.

Asagidaki 6nerme ile pozitif gergel kisma sahip fonksiyonlar smifi ile Schwarz

fonksiyonlar1 sinifi arasindaki iligki verilebilir.

peP<:>p=1+—W , WeQ
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Subordinasyon ilkesinin temel bilesenleri Schwarz fonksiyonlaridir. Asagidaki
bicimde subordinasyon prensibi izah edilebilir.
Tamm 3.2.4 (Subordinasyon)
f ve g fonksiyonlar1 U birim diskinde analitik fonksiyonlar olsunlar. U birim

diskinde,

f(2)=g(w(2))
olacak sekilde bir w Schwarz fonksiyonu varsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna
subordinedir denir ve f < g seklinde gosterilir.

Eger f<g ise f(0)=g(0) ve fU)cgU) olur. Schwarz Yardimci

£/(0)| <

Onermesinden tiim r e (0,1) degerleri igin 9'(0)| ve f(U,)<=g(U,) elde edilir.
Ayrica f <g ise

rlnlgxl f(Z)ISfﬂgXIQ(Z)I ,re(0,1)

yazilabilir.
En 6nemli durum ise subordine olunan fonksiyonun iinivalent olmasi ile ilgili

olan asagidaki 6nermedir.

Yardimer Onerme 3.2.5 Eger g fonksiyonu U birim diskinde iinivalent ise f < g
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f(0)=g(0) ve fU)cgU) kosullarinin
saglanmasidir (Pommerenke 1975).

Tim re(0,1) degerlerii¢in f(U,) = g(U,) olmast durumu, yukaridaki yardimci

onerme ile birlikte subordinasyon prensibi olarak bilinir.

Teorem 3.2.6 (Subordinasyon Prensibi) Eger g fonksiyonu U birim diskinde
tinivalent ise f(0)=g(0) ve fU)cgU) olmasi durumunda
f(U,)<9(,), re(0,1) kapsamasi saglanir (Pommerenke 1975).

Kompleks analizde 6nemli rol oynayan subordinasyon ilkesi, son yillarda
kompleks analiz ile ilgilenen bir ¢ok matematik¢inin ilgi odagi  olmustur.
Subordinasyon kavramy, ilk olarak E. Lindelof (1909) tarafindan ortaya atilmis, fakat
temel bagmtilar J. E. Littlewood (1925) ve W. W. Rogosinski (1943) tarafindan elde

edilmistir.
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U birim disk iginde analitik olan g(z):l— ve f(z)=1+z
fonksiyonlarmin subordinasyon 6zellikleri incelendiginde, f fonksiyonunun g
fonksiyonuna subordine oldugu goriiliir. Bu subordineligi gérmek i¢in VzeU igin
f(z)=g(w(z)) olacak sekilde w(0)=0 ve |w(z)|<1 kosullarmni saglayan bir w

fonksiyonunun varlig1 gosterilmedir.

1+w(z) z
f = 1+7 = -
(2)=g(w(z))=1+2 1_W(Z):>W(z) —
bulunur. Buradan,
Z 1
W(0)=0 ve ‘W(Z)‘: m |Z+2|Sl

seklinde yazilir. Bu esitsizlik ise f <g demektir. Ayrica g fonksiyonu tinivalent
oldugu i¢in f(0)=g(0) ve f(U)c g(U) olur. Bu durum asagidaki bigimde ayrintili

olarak gosterilebilir.

Sekil 3.2 117 <72

1-z

Teorik olarak subordinasyon kavrammin kullanilmasindaki sebep, ozellikleri
bilinmeyen bir fonksiyonu 6zellikleri bilinen bir fonksiyon yardimiyla arastirabilmektir.
Yildizil fonksiyonlar smifinin tanimi ilk 6nce Alexander (1915) ve sonrasinda

Nevanlinna (1921) tarafindan agiklanmistir.

Tanmim 3.2.7 (Yildizil Fonksiyon) Bir D < C bélgesi ve onun bir z, € D noktasimni
alalim. Eger z, noktasini baska bir z € D noktasma birlestiren dogru pargasi tamamen
D bolgesi i¢inde kaliyorsa, D bélgesine 2z, € D noktasina gére yildizil bolge denir.

Z, noktasi 6zel olarak orijin se¢ilirse bu bolgeye kisaca yildizil bolge ad1 verilir. Farkli



18

bir ifadeyle, D bolgesinin her noktas1 z, noktasindan “goriiniir” ise, D bdlgesine z,

noktasina gore yildizil bolge denir.

Ee

PR

Sekil 3.3 Yildizil bolge

=t
]

Sekil 3.4 z noktasina gore yildizil bolge

Eger bir f fonksiyonu U birim diskini z, noktasina gore yildizil bir bolgeye
resmediyorsa, f fonksiyonuna z, noktasina gire yildizil fonksiyon denir. Ozel olarak,

f fonksiyonu U birim diskini yildizil bir bolgeye resmediyorsa, f fonksiyonuna

yildizil fonksiyon denir. S™ ile yildizil fonksiyonlarm kiimesi gosterilir.

Koebe fonksiyonu olan k(z)= o ZZ)Z fonksiyonu yildizil bir fonksiyondur.

Yildizil fonksiyonlarin analitiklik bakimindan tanimini agagidaki teorem ile verebiliriz.

Teorem 3.2.8 feA ve f(0)=f'(0)-1=0 (yani f €S) sartlar1 saglansmn. O halde

f €S” olmasi icin gerekli ve yeterli kosul
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Re[%(zz))J>O, zeU

esitsizliginin saglanmasidir (Duren, 1983).
Yildizil fonksiyonlarin kiimesi kisaca

s*:{f cnred @ ZEU}

f(2)

biciminde gosterilir.

Burada elde edecegimiz net sonug ise S" =S oldugudur. S* smifinin bir diger
alt smifi olan ve Robertson (1936) tarafindan tanimlanan o mertebeli yildizil
fonksiyonlar smifinin analitik tanim1 asagidaki sekilde verilebilir.

S*:{f eA:Re[%(ZZ))J>a; zeU, 0Sa<1} .

Kirwan ve Brannan (1969) ve Stankiewicz (1966) tarafindan giiclii yildizil
fonksiyonlar sinifi ileri siiriilmiis ve bu simif ile ilgili bazi ¢aligmalar yapilmistir.

Tamm 3.2.9 (Giiclii Yildizil Fonksiyonlar Simifi) f € Aolsun.

f'(2)

arg—-—=

f(2)

<a—27[, (zeU, 0<a<l)

ya da bu esitsizlige denk olan

Z: '((ZZ)) <aﬁt§ja' (zeU, 0<a<l)

kosulunu saglayan f fonksiyonuna, o -mertebeden giiclii yildizil fonksiyon denir.

S (@) ile giiglii yildizil fonksiyonlarmn smnifi gosterilmektedir. o =1 i¢in S (1)=S" elde
edilir.

Tammm 3.2.10 (Konveks Fonksiyon) D kiimesi C karmasik diizlem tizerinde bir
kiime, z, ve z, de D kiimesinde herhangi iki nokta olsun. Eger z, ve z, noktalarini
birlestiren dogru parcasi tamamen D bdlgesi iginde yer aliyorsa D bolgesine konveks
bolge ismi verilir. f e A fonksiyonu birim disk i¢inde iinivalent ve f (D) goriintii
bolgesi konveks bir bolge ise f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Bir baska ifade

ile, eger bir f fonksiyonu konveks bir bolgeyi konveks bir bolge tizerine resmediyorsa
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f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Konveks fonksiyonlarin smifi K ile

gosterilir.

N
S

Sekil 3.5 Konveks bolge

Konveks fonksiyonlarin analitiklik bakimindan tanimini asagidaki sekilde verebiliriz.

|z|<1 de analitik ve f(0)=f'(0)-1=0 sartim saglayan f fonksiyonunun K

zf"(z
smifinda olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Re[1+ ( )J >0, zeU olmasidir.

t'(2)

Konveks fonksiyonlara 6rnek olarak verebilecegimiz f(z)= 1i fonksiyonu

K smifi iizerinde 6nemli bir rol oynar ve U birim diskini yari1 diizlem iizerine
doniistiirir.
K smifinin bir alt smifi olan « mertebeden konveks fonksiyonlar smifinin

analitiklik bakimmdan tanimu ise asagidaki sekilde verilir.

t'(2)

Yildizil ve konveks fonksiyonlarin birbirleri ile olan baglantilar1 olduk¢a kullanigh

K(a):{feA:Re(l+Zf (Z)]>a, zeU, O£a<1}.

olan asagidaki teoremle ortaya konmustur.

Teorem 3.2.11 (Alexander Teoremi) feA ve zeU olmak iizere g(z)=1zf'(2)

olsun. Bu durumda f eK olmasi igin gerek ve yeter kosul geS  olmasidir

(Alexander 1915).



21
Bu teoreme ilave olarak, Storhhacker tarafindan 1933 yilinda “f e K ise
fe S*(%j > oldugu kanitlanmustir. Yildizil ve konveks fonksiyonlar1 kapsayan S nin

altsmiflar1 arasmda K <S™ < S < A seklinde bir bagint vardr.

Tamm 3.2.12 (Gii¢lii Konveks Fonksiyonlar Smifi) f e A olsun.

et

esitsizligini saglayan f fonksiyonuna o -mertebeden giiclii konveks fonksiyon denir.

>a=, (zeU, 0<a<l)

K(a) simgesi ile giclii konveks fonksiyonlarm smifin1 ifade ederiz. o =1 igin

K(a)=K esitligi saglanir.
3.3 Bi-Univalent Fonksiyonlar

f fonksiyonu C karmasik diizleminin ac¢ik ve baglantili bir D alt kiimesinde

analitik bir fonksiyon olsun. Eger f iinivalent ise f fonksiyonunun tersi f (D)

gdriintii bolgesinde g( f(z))=2z kural ile verilen g fonksiyonudur. U birim diskinin
her f eS fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin % yaricapl diski i¢ine aldigini

biliyoruz. Bu nedenle her f S fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglayan bir f ™ ters
fonksiyona sahiptir:
f*(f(z)=z, (zeU)

ve
£1(f(w))=w, (|w|<r0(f), ro(f)z%).
Buradaki f* ters fonksiyonu asagidaki sekilde ifade edilir.

g(w)=f*(w)=w-aw +(2a, —a,)w’—(5a,° ~5a,a, +a, )w' +...
= w+ibnwn
n=2

Eger f ve f' fonksiyonlar1 U birim diskinde iinivalent ise f fonksiyonuna

U da bi-tinivalent fonksiyon denir.

n
n

f(z):z+a222+a323+...:z+zw:a Z
n=2
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seklindeki Taylor- Maclaurin seri agilimi ile verilen U birim diskindeki tiim bi-
tinivalent fonksiyonlarm smifi Y ile gosterilir.

2. smifina ait olan ve olmayan fonksiyonlarin orneklerini asagidaki sekilde
verebiliriz.

l(z):%mg(i_ij  K(2)=-log(1-2) , h(z)=% .

Fakat f(z)=

> ile tanimlanmis olan Koebe fonksiyonu . smifina ait bir

(1-2)
fonksiyon degildir. Ciinkii Koebe fonksiyonu U birim diskini C/(—o0,—%] bolgesi

tizerine resmeder. Bu sebeple goriintii bolgesi U birim diskini kapsamaz.

2 2
Ek olarak f(z)zz—% ve s(z)= : fonksiyonlarmi1 da Y smifina ait

2

olmayan fonksiyonlara 6rnek olarak verebiliriz.
Bir fonksiyonun tersinin Maclaurin seri agilimindaki katsayilari igin bir formiil

vermek miimkiindiir.
w=f(z)=z+) a:z" (3.3.1)
n=2

fonksiyonunu goz 6niine alalim. Bu fonksiyonun w=0 merkezli en az bir kiiciik diskte

daima var olan ters fonksiyonu da

z:g(w):w+ib w" (3.3.2)

n
n=2

olsun. Buradaki asil amag, a,,a;,..a, katsayillarinin bir fonksiyonu olarak b,

katsayilarin1 elde etmektir. Bu problem, keyfi F fonksiyonu w nin terimleri de bir
kuvvet serisi olarak ifade edilerek, daha genel bir teoremin 6zel bir durumu olarak
kismen ¢Oziilmiistiir.

Teorem 3.3.1 F fonksiyonu z =0 noktasmni kapsayan bir disk tizerinde analitik (3.3.1)

ve (3.3.2) denklemleri ile verilen f ve g fonksiyonlar1 da ayni diskte ters fonksiyonlar

olsun.
f(2)

h(z)= , =1+a,z+a,2* +...

olarak alalim. z =0 noktasinin en az bir komsulugunda,
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F(z)=F (O)Jrgvr\:—n! (;Ijznn_l1 [[:(Sjn]

olur. Bu seri, Biirmann - Lagrange serisi olarak adlandirilir (Goodman 1983).

z=0

Bu teoremde eger F (Z) =z olarak alinirsa, agagidaki teorem elde edilir:

Teorem 3.3.2 Eger f ve g fonksiyonlar1 (3.3.1) ve (3.3.2) denklemleri ile verilen

o]

fonksiyonlar ise, h(z)=1+> a,z

n-1
n
n=2

b, :%%[h(z)‘”}

olarak yazilir (Goodman 1983).

olmak iizere b, katsayilari

z=0

3.4 M-Kath Simetrik Bi-Univalent Fonksiyonlar Sinifi

S smifina ait bir f fonksiyonu igin karek6k doniisiimii altinda iinivalentlik
kosulu korunur (Duren,1983). Diger bir deyisle feS ve g= 4/ f (22) olarak alinirsa

bu durumda geS olur. f(z)=0 degerini sadece orjinde aldigindan dolay1, karekdk

fonksiyonunun tek degerli olan bir dalimi segebiliriz. Bu durumda g fonksiyonu
asagidaki gibi yazilabilir.
9=y f(2*)=2{l+a,2" +az* +}}/2
=2+C,2° +C2°+... 7| <1 .
g fonksiyonu g(z)=-g(-z) ozelligini sagladigindan dolay: analitik olan tek

fonksiyondur. Ayrica g fonksiyonu tinivalenttir (Duren,1983). Daha genel olarak,
f(2)=z+Y ay,2™" , (meN={12..}) (3.4.1)
k=1
formunda normalize edilmis m-katli simetrik fonksiyonlarm olusturdugu smifi S
olarak tanimlayalim. Bu siif S smifinin bir alt sinifidir. Bu durumda her bir f €S

fonksiyonunun g(z):{f(zm)}%n formundaki  m. dereceden kik doniisiimii, S,

smifina aittir. Tersine her g €S, fonksiyonu, m. dereceden kok doniisimi ile S

sinifina ait bir fonksiyon olarak elde edilir. Gergekte, S smifindaki fonksiyonlar tek

katli simetrik fonksiyonlardir.



24

Srivastava ve ark. (2014) m-kath simetrik {inivalent fonksiyon kavramina

benzer olarak m-katl simetrik bi-linivalent fonksiyonu tanimladilar. Bu ¢alismalarinda
her f e fonksiyonunun, her bir meN ,N={1,2,...} tamsayis1 i¢in m-katl simetrik

bi-tinivalent bir fonksiyon olusturduguna dair onemli bazi sonuglar elde ettiler. Ayni1

calismada

o0

f(z)=z+a,2°+a,2° +..=2+ ) a,2" (3.4.2)

n
n=2

seklinde verilen normalize edilmis iinivalent bir fonksiyon icin f " =g seri agilimim
asagidaki gibi elde ettiler:
V\fm+1+|” . (343)

g(W) =W- aml\,\/ml +[<m+1) a2m+1 - a?m+1i| WZM_E( m+1)(3m+ 2) asmAl_(Sm‘I' 2) B Bomes T By
U birim diskinde m-katli simetrik bi-linivalent fonksiyonlarin smifim > ile

gosterecegiz. m=1 degeri igin bi-iinivalent fonksiyonlarm smifina ait g=f'
fonksiyonunun elde edilecegi agiktir. >~ smifina ait bazi fonksiyonlar i¢in asagidaki

ornekler verilebilir.

n Vi Vi
z n\ 1 1+z
Kl_sz , [—Iog(l—z )} , Elog(l_sz

3.5 Bi-Univalent Fonksiyonlarin Baz1 Alt Simiflar icin Katsay1 Tahminleri

Bu bolimde son yillarda bi-linivalent fonksiyonlarin alt siniflarindan yola
cikarak Srivastava ve ark. (2014), S. Altinkaya and S. Yalgm (2015), Sevtap Stimer
Eker (2016) ve A. Akgiil (2017)’iin m-kath bi-iinivalent fonksiyonlar ile ilgili yapmis

olduklar1 ¢alismalardan baz1 6rnekler verilmistir.

Tanm3.51 feX ve g=fTolsun. Eger f €3 fonksiyonu

‘arg(f'(z))‘<0[—27r (zeU, 0<a<l)
ve
‘arg(g'(w))‘<a—27[ (weU, 0<a<1)

sartlarim1 sagliyorsa  (3.4.1) seklinde tamimlanan f fonksiyonu Hy (a) sinifindadir

denir. Burada g(w), (3.4.3) de tamimlanan fonksiyondur (H.M. Srivastava, S.

Sivasubramanian and R.Sivakumar, 2014).
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Teorem35.2 f eHy, (a) olsun. Bu durumda katsay: sinirlari

|< 2a
e m\/(m+1)(am+m+1) ’

E! (0<a<l meN)

2a[(2m+1)a+m+1]
(m+1)(2m+1)

|8ma| < , (0<a<l, meN)

olur (H.M. Srivastava S. Sivasubramanian and R.Sivakumar, 2014).
Tamm 3.5.3 feX> ve g=folsun. Eger f €  fonksiyonu
Re{f'(z)}>p (zeU,0<p<1)
ve
Re{g'(z)}>p (weU,0< g <1)
sartlarim sagliyorsa (3.4.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Hy ( ﬁ) siifindadir denir

(H.M. Srivastava, S. Sivasubramanian and R.Sivakumar, 2014).

Teorem 35.4 f eHy (/) olsun. Bu durumda katsay1 smirlari

|am*l|£2\/(m+(i)_(§n)1+1) , (0<f<1 meN)

(1-8)(2m+1)+m+1
(m+1)(2m+1)

|a2m+1|§2(1—ﬁ)( ] , (0<B<1 meN)

olur (H.M. Srivastava, S. Sivasubramanian and R.Sivakumar, 2014).

Tamm 355 feX ve g=folsun. Eger f €X fonksiyonu

sartlarim sagliyorsa (3.4.1) seklinde tamimlanan f fonksiyonu Sy (05,/1) smifindadir

denir (. Altinkaya and S. Yalgin, 2015).
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Teorem 3.5.6 f €S; (a,1) olsun. Bu durumda katsay: sinirlari,

o] < a /21?\/_1 . (0<i<1 0<a<l meN)
m(1-2)Va+
a 2(m+1)a2

< , (0<A<1 0O<a<l meN
M. m(l—/1)+m2(1_,1)2 ( < <a meN)

olur (S. Altinkaya and S. Yalg¢in, 2015).

Tamm 3.5.7 f €Y ve g=f" olsun. Eger f €Y fonksiyonu

f'(2) el 0<fe
Re{(l—/l)f(z)+ﬂ,zf’(z)}>ﬂ (zeU, 0<A<1 0<B<1)

ve

’ A9'(2)
R {(1—1)@1 (w)+Awg'(w)

sartlarin1 sagliyorsa (3.4.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Sy (ﬂ,/l) siifindadir

}>,6’ (weU, 0<1<1, 0<<1)

denir (S. Altinkaya and S. Yalgin, 2015).

Teorem 3.5.8 f €Sy (/,4) olsun. Bu durumda katsay: siirlar:

|am+l|g%, (0<i<1 0<B<l meN)
2(m+1)(1-4)°  1-p
m’*(1-4)"  m(l-4)

olur (S. Altinkaya and S. Yal¢m, 2015).

8| < ,(0<2<1 0<B<1 meN)

Tamm 359 feX ve g=f" olsun Eger f €Y fonksiyonu

arg[(l—ﬂ)%z)w%f’(z) <a—27[ (zeU, 120, 0<a<1, meN)
g(w) ., an
arg (1—/1)T+/Ig (w) << (weU, 120, 0<a <l meN)

sartlarin sagliyorsa (3.4.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Agri smifindadir denir

(S.Stimer Eker, 2016).
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Teorem 3.5.10 f e Ag‘ﬂ olsun. Bu durumda katsay1 sinirlari

|< 200
m+1| —
J@+ma) +am(1+2ma-ma?)

a , (0<2<1 0<a<l meN)

20° (m+1) 20

<
[Bamal < (1+ m;t)2 ETETYR

(0<4<1, 0<a<l meN)

olur (S. Stimer Eker, 2016).

Tamm 3.5.11 f e ve g=f" olsun. Eger f €X_ fonksiyonu

RE{(l—ﬂ,)@+ﬂf’(Z)}>ﬁ, (0<2<1, 0< <1, meN)

Re{(l—/l)gTW)+ﬂg’(w)}>,B . (0<A<1, 0<B<1 meN)

sartlarin1 sagliyorsa (3.4.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu A;,m ( £ ) smifindadir denir

(S. Stimer Eker, 2016).
Teorem 3.5.12 f e Al () olsun. Bu durumda katsay: sinirlari

1-5
<2 0<1<10 <1, N

2(1-B) (m+1) L 20-5)
(1+ma)’ 1+2ma

|| < (0<2<1 0<f<1 meN)

olur (S. Stimer Eker, 2016).
Tamm 3.5.13 f e ve g=f" olsun Eger f €X fonksiyonu

arg{(l—}t)@jﬁtf'(z)+5zf”(z)} <Ol—27Z (zeU, 0<A<1 0<a<l)
g(W) ! 14 a7z-
arg (1—/1)T+/1g (w)+5wg"(w) < (weU, 0<4<1, 0<a<l)

sartlarint sagliyorsa (3.4.1) seklinde tamimlanan f fonksiyonu Sy (@,4,6) smifindadir

denir (A. Akgiil, 2017).
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Teorem 3.5.14 f €Sy (a,4,6) olsun. Bu durumda katsay: sinirlari,

m+1|S 200
\/‘(1+ 2am+25m(m+1))(m+1)a+(1-a)(1+ ml+5m(m+1))2‘

|a

4o 20

+
(1+mﬂ+m(m+1)5)2 1+2mA+2m(m+1)s

|a2m+1| <

olur (A. Akgiil, 2017).
Tamm 3.5.15 f €>.ve g=f* olsun. Eger f €. fonksiyonu

Re{(l—ﬂ)%z)wif’(zﬁézf ”(z)}>,8 (0<1<1, 0< <1, zeU)
ve

Re{(l—ﬂ)@+;tg’(w)+5wg”(w)}>,B (0<2<1, 0<p4<1, wel)

sartlarin1 saghyorsa (3.4.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Sy (B,A,0) smifindadir
denir (A. Akgiil, 2017).

Teorem 3.5.16 f €Sy (B,4,6) olsun. Bu durumda katsayi sinirlari,

la,..| <2 2(1=4) , (0<4<1 0<pB<1 meN)
1+2mA+2m(2m+1)5

sa-py 2(1-B)
14 mﬂ+m(m+1)5)2 (1+2ma+2m(m+1)5)’

|a2m+1|s( (0<2<1 0<p<1 meN)

olur (A. Akgiil, 2017).
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4.ARASTIRMA SONUCLARI VE TARTISMA

Bu boliimde, ¢alismamizda elde ettigimiz sonuglara deginilecektir. Amacimiz,

¥ . smifindaki fonksiyonlardan olusan iki yeni alt sinifi tanimlamak ve tanimladigimiz

bu smiflar i¢in kesin olmayan |a | ve |a,,.| baslangic katsayr smirlarmi elde

etmektir. Bu boliimde yapilan ¢alisma ve elde edilen sonuglar ‘New Trends in

Mathematical Sciences’ adli bilim dergisinde yayinlanmak tizere kabul edilmistir.

41 S; (z,4,«) Smfi
Bu kesimde, X smifinin Szm (r,A, ) 1ile gosterilen yeni bir alt smifini
tanimlayarak, bu sinif ile ilgili kesin olmayan |am+l| ve |a2m+1| katsayr sinirlarmi elde

edecegiz. Oncelikli olarak analitik ve m-katli simetrik bi-iinivalent olan f (z) ve g(w)

fonksiyonlarmin seri agilimmi ve ana teoremlerimizde kullanacagimiz Lemma 4.1.2

verecegiz.

Tanmm4.1.1 feX veg=f", meN={12..} olmak iizere ;

f(z)=z+ i Ay Z™ =2 +a,,,2" +a,, 2"+ (4.1.1)
k=2
ve
g(w)=w-a, w" + [(m +1)a% - aZM]WZ'”*1 —B(m +1)(3m+2)a’,,, —(3m+2)a,.,a,., + asm}wm*1 +.. (4.1.2)
seklindedir.

Lemma 4.1.2 p(z)=1+p,z+ p,z° + p,z° +... fonksiyonu U birim diskinde pozitif

reel kisma sahip analitik bir fonksiyon ise

2

b
2

L5
2

P2, P -{=2- , (neN={12,.})

sartlar1 saglanir (Duren, 1983).
Tamm 4.1.3 feX, ve g="flolsun. Eger feX fonksiyonu,

reC/{0}, 0<a <1, 0<A<1 olmak iizere,
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1 zf'(z)+Az*£"(z2) ar
arg{“_(;tzf (z)+(1—i)f(z)_1D‘<_ ey

ve

' 241
al’g{l+l{ w9 (W)+1Wg (W) —1JJ‘<% , weU

awg'(w)+(1-2)g(w)
sartlarini sagliyorsa (4.1.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Sy (4,7,a) simfindadir

denir.

42 Sy (r,4,«) Smmfinin Baslangi¢c Katsayr Sinirlar

Teorem 4.2.1 f €Sy (7,4,) olsun. Bu durumda baslangig katsay1 smirlari,
2a|r|
Jm(m+2m -2l (-1 (+ma )

8] < , 7eC/{0},0<2<L0<a<lmeN (4.13)

ve

<2(m+1)052|f|2+ a|1'|

< : C,0<4<L0<ea< N 414
eanal m2(1+m/1)2 m(1+2mA) re <hO<ashme (4.14)

olur.

Ispat: f eS; (r,4,a) ve g=f olsun. 7eC/{0},0< 2<% 0<a<l meN olmak iizere

1 zf'(z)+A2%f"(z2)

v e Y

ve

| Awg'(w)+(1-2)g(w)

Burada p,qe P olmak iizere p( ) ve q(z) fonksiyonlar1 asagidaki formlara sahiptir.

1+1[ wg'(w) +Aw’g" (w) _1j=[q(w)]a yazhr. (4.1.6)

p(z) =1+ p, 2" + P, 27" +... ve q(w)=1+qg, W"+0,, W" +...
(4.1.5) ve (4.1.6) da verilen katsayilar1 esitledigimizde asagida verilen (4.1.7), (4.1.8),
(4.1.9) ve (4.1.10) denklemlerini elde ederiz.

1m(1+ mi)a,,=ap, . (4.1.7)
T
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%[2m(1+ 2mA)a,,., —m(1+m2)’ anzwl} =ap,, +@ p°. (4.1.8)
—lm(1+ mi)a,, =adq, . (4.1.9)
T
1

= 2m(1+2mA)[(M+1)a ; ~ 8, | -m(1+m2) al,, |~ ag,, +@qu . (4.1.10)

m+l
T
(4.1.7) ve (4.1.9) denklemlerini kullanarak asagidaki esitlikleri elde ederiz.
pm :_qm ) (4111)
2

?m2(1+ ma)’ a2, :az(pmz +qm2) : (4.1.12)

Ayrica  (4.1.8), (4.1.10) ve (4.1.12) denklemlerini  kullanarak,

l[arzmlzm[(h 2m2)(m+1)—(1+ mﬂ)zﬂ = a( Py + Uom ) + a(O;_l) (P’ +0,°)  (41.13)
T
esitligi elde edilir. Buradan a?,, degiskeni asagidaki sekilde bulunur.

2 2
a2 = a’t® (Pow + Yom) , (4.1.14)

e 2m(m +2m?a— mziz)ar—(a ~1)m*(1+ mﬂp)2

(4.1.14) ile verilen denklemde p,. ve 0, katsayilar1 igin Lemma 4.1.2’yi uygulayarak
modil alinirsa,
2a|r|

m+ |S
' \/Zm(m +2m?A —m? A2 )a|2'| ~(a-1)m? (1+ma)’

E!

elde edilir.

Simdi  |a,,,| katsayisinin smirmi bulmak i¢in (4.1.8) denkleminden (4.1.10)

denklemini ¢ikartirsak,

L am (1 2m2) (22,0~ (m+1) 8., | = (- o)+ %D (p,2-0.2) (4115)

T 2
esitligi elde edilir. (4.1.11) ve (4.1.12) denklemlerini buldugumuz esitlikte kullanarak
Ve P,y Py + 0, VE O,, katsayilariigin Lemma4.1.2°yi uygulayarak modiil almirsa,
(m+1)a’ |T|2 s alr]
m?(1+ma)"  m(l+2ma)

2
|a'2m+1| <

esitsizligini elde ederiz.



32

43 Sy (7,4,) Smfi

Bu kesimde, > smifinin Szm (z, A, B) 1ile gosterilen yeni bir alt sinifini

tanimlayarak, bu smif ile ilgili kesin olmayan |a,.,| Ve |a,,.| katsayr smirlarm: elde
edecegiz.
Tamm 431 feX ve g=f" olsun. Eger f e, fonksiyonu igin

reC/{0},0< #<1,0< 2 <1 olmak iizere,

Re{l+1[ 29'(2)+4270°(2) —1J}>,B, 7eU

t\ Az9'(2)+(1-2)9(2)

ve

Re{1+1( wg'(w)+ 2w g" (w) )—1} >, welU

o\ Awg'(w)+(1-2)g(w
sartlar1 saglaniyorsa (4.1.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Sy (4,7, B) smifindadir

denir.

4.4 Sy (z,2,4) Simfinin Baslangi¢ Katsayr Sinirlan

Teorem 44.1 f €Sy (7,4, B) olsun. Bu durumda katsay1 sinirlari

2|7|(1- B
|am+l|£\/m(m+|2|n(12/1—r)nz/12)’ (reC/{0}, 0<A<l O<a<l meN)
ve
2 2
|agm+1|g2(m+1)|7| (1_2ﬁ) , 1@-A (reC/{0}, 0< i<l O<a<l meN)
m? (1+mA) m(1+2mA)
olur.

Ispat: f Sy (z.4,B) ve g= f* olsun. p,qeP olmak iizere

1( 2'(2)+22°1(2)
1+;[ﬂzf’(z)+(1_1)f(z)_l]zﬂJr(l_ﬂ)p(z) (4.1.16)
1 wg'(w)+Aw'g"(w) | e .

1 f[iwg'(w)+(1_a)g(w) 1}‘/” (-A)a(w) (4.0.17)

yazilir.
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(4.16) ve (4.17) denklemlerinden,
1

=m(l+mi)a,.,=(1-8)p, . (4.1.18)
T
1[2m(1+ 2mA)a,;, ., —m(1+ma)’ aﬁwl} =(1-8) Pom » (4.1.19)
T
—lm(1+ mi)a,,, =(1- )4, . (4.1.20)
T
l[zm (L+2m2)[(m+1)al, ~8,,, ] -m(1+m2) a2, |=(1- )0, (4.1.21)
T
esitlikleri elde edilir. (4.1.18) ve (4.1.20) denklemlerinden ise
Pn =—0, (4122)
ve
32 m (1+mA)’ a2, =(1- B)° (p,’ +0,’) (4.1.23)
T

elde edilir. (4.1.19) ve (4.1.21) denklemlerini taraf tarafa toplarsak;

am(a+2m)(m+1)-2m(1+ma) Jal., = (1-B) (P + ) (4.1.24)

m+l T
T
olur. Buradan a?_, ifadesini denklemden gekersek,

3.2 _ z-(:I'_/B)(DZm_+_(:12m)
m+l 2 21,2
2m(m+2m A-m2A )

(4.1.25)

bulunur. (4.1.25) ile verilen denkleme p,, ve q,, katsayilar icin Lemma 4.1.2’yi

uygulayarak modiil alinirsa,

el |
m(

m+2m24 — mz/lz)

elde edilir.

Simdi de [a,,.,| katsayi smirin1 bulmak igin (4.1.19) denkleminden (4.1.21)

denklemini ¢ikartirsak
l[4m (1+2mA)a,,., —2m(1+2mA)(m+1)as,; |=(1-B)( Poum —Um) (4.1.26)
T

esitligi elde edilir. (4.1.22) ve (4.1.23) denklemlerini buldugumuz esitlikte kullanarak

Ve P, O, katsayilar1i¢in Lemma 4.1.2°yi uygulayarak modiil almirsa,

2(m D)l (1) |ri1-p)
m? (1+mA)’ m(1+2mA)

|a2m+1| <
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esitsizligini elde ederiz. Boylece Teorem 4.4.1’in ispati tamamlanir.

Tamm 4.4.2 n>2 ve 0< <1 olmak iizere p, (/) tek degerli analitik fonksiyonlarin

smifi olsun. z=re" , p(O) =1 icin,

Rep(z)-p
1-p

esitsizligi saglanir ve #=0 i¢in p, = p,(0) oldugu agiktir. Dolaysiyla p, sifi p(z)

2z

J

0

‘d@ﬁkﬂ

fonksiyonlarnm smifini temsil eder. U birim diski i¢inde, p(0)=1 ve

27

p(2)=]

0

1-ze"
1+ ze"

du (t)

olur. u smirli varyansyonlu gergel degerli fonksiyon iken asagidaki bagintilari saglanir.
2z 2z
Idu(t):27z ve ”du(t)\sn , nN>2
0 0

Unutmayalim ki p = p, Caratheodory fonksiyonunun iyi bilinen bir smifidir. Yani a¢ik

birim disk U da pozitif gergel kisim ile normalize edilmis fonksiyondur
(K.Padmanabhan and R.Parvatham,1975).

Teorem 4.4.5°i ispatlayabilmek icin asagida verilen Lemma 4.4.3 ihtiyag

duyariz.

Lemma 4.4.3 ¢(z)=1+hz+h,z*+... fonksiyonu U birim diskinde pozitif reel kisma
sahip analitik bir fonksiyonise n>2 ve 0< £ <1 olmak iizere,

#(z)ep,(B), |h|<n(1-B); k=1 ,zeU
sartlar1 saglanir (Prem Pratap Vays and Shashi Kant, 2017).

Tamm 4.4.4 feX, ve g=f" olsun. Eger feX, fonksiyonu
reC/{0},0<4<1,0<A<1lve z,weU olmak iizere;

1 #'(z)+22*£"(z)

1+;£ﬁzf’(z)+(1—/1)f(z)

—1} e p,(B) (4.1.27)

ve



1 wg'(w)+Aw’g"(w) .
! T[ﬂ,wg’(w)+(1—/1)g(w) 1] P (4)
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(4.1.28)

sartlarini sagliyorsa  (4.4.1) seklinde tammlanan f fonksiyonu S; (4,7, 5)

smifindadir denir.

Teorem4.45  f eS; (7,4, ) olsun. Bu durumda katsay: snirlari
a,,.,| < min n|z|(1-5) ’ n|z|(1-5)
m(m+2m?2-m’4?) m(1+mA)

(m+1)nz[(1-B)
- 2m(m+2m2/1—m2/12)

ve

E!

2m+1

olur.

ispat: f €S, (z,4,5) ve g=f"olsun. 0<A<1, 0<p<1, r7eC/{0} ve z,weU

olmak iizere,

L 1[ ' (2)+22°1"(2) )—1je P, ()

T

Azf'(z)+(1-4) f (z
1 wg'(w)+Aw’g"(w) .
2 o st
dir.

(4.1.29) ve (4.1.30) denklemlerinden;

1m(1+ mi)a,,, = Py .
T

l[2m(1+ 2mA)a,,,, —m(1+ mﬂ)2 aﬁm} = Pom
T

—lm(1+ mil)a,, =0, .
T

am(Le 2ma)[(m+1)ad,, -2y, ]-m(Lema)' a2, | =g,

m+l
T
esitlikleri elde edilir. (4.31) ve (4.33) denklemlerinden ise,

4 pm _Tqm

B = m(1+mi) m(1+ma)

elde edilir.

(4.1.29)

(4.1.30)

(4.1.31)

(4.1.32)

(4.1.33)

(4.1.34)

(4.1.35)



36

(4.1.32) ve (4.1.34) denklemlerini taraf tarafa topladigimizda,

2 7(Pan+Gan) (4.1.36)

e 2m(m +2m2A - mzﬁz)

bulunur. (4.1.35) ve (4.1.36) ile verilen denklemlere p, , p,, Ve Q,,,0,, katsayilari igin
Lemma 4.4.3’i uygulayip, modiil alinirsa,

i nfe(t-4)  nld-p)
|a,..] < min m(

m+2m*2-m’4?)" m(1+m2)

esitsizligi elde edilir.
Simdi de |a,,,;| katsayr smirmi bulmak i¢in (4.1.32) denkleminden (4.1.34)

denklemini ¢ikararak

%[2m(l+ 2mA)(2a,,.,, —(Mm+1) aﬁm)] = Pon = G

esitligi elde edilir. (4.1.35) ve (4.1.36) denklemlerini buldugumuz son esitlikte
kullanarak ve p,., 0,, katsayilar1 icin Lemma 4.4.3’ii uygulayip modiil alinirsa,

(m+1)nz[(1-B)
- 2m(m+2m2/1—m2/12)

E!

2m+1

esitsizligi elde edilir. Boylece Teorem 4.4.5’in ispati tamamlanmis olur.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu calismamizda Sy (7,4,a) ve Sy (7,4,5) smflarmi tanimlayarak, bu

siniflara ait fonksiyonlarn baglangic katsayr sinirlarini inceledik. Elde etigimiz
tahminlerde parametreler i¢in bazi 6zel se¢imler yapilirsa, daha once galisilmis olan
onemli smiflar ve bu siniflara ait baz1 sonuglar elde edilir.

Tanim 4.1.3 ve Tanim 4.3.1 ile verdigimiz siniflar ve bu siniflara ait elde
ettigimiz Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.4.1 deki sonuglar bir¢ok calismanin genellemesi
niteliginde olup bu sonuglardan bazilari asagida verilmistir.

Eger 1=0 ve r=1 almwsa Sy (r,4,a) ve S; (7,4,8) smuflar srasiyla

S;m ve ng smiflarma indirgenir ve asagidaki sonuglar elde edilir.

Tanmm 5.1 fe)X ve g=f~" olsun. Eger f €, fonksiyonu i¢in 0<a <1 olmak
uzere

f(z) 2’
ve
arg(wg (W) <ﬂ, weU
g(w) | 2

esitsizlikleri saglaniyorsa (4.1.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu S;m smifindadir
denir (S. Altinkaya and S. Yalgin, 2015).

Teorem5.2 f e S;m olsun. Bu durumda katsay1 smirlari

2 2(m+1)a®
”"”'SWQ_H ve |a2m+1|§%+%,

olur (S. Altinkaya and S. Yalgm, 2015).

E! (0<a<1 meN)

Tamm 53 feX ve g=f" olsun. Eger f €Y  fonksiyonu i¢in 0< <1 olmak
uzere

f(2)

Re{w}>ﬂ . weU

g(w)

esitsizlikleri saglaniyorsa (4.1.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu S;m siifindadir

Re{Zf’(Z)}>ﬂ . zeU

ve

denir (S. Altinkaya and S. Yal¢in, 2015).
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Teorem 5.4 f e ng olsun. Bu durumda katsay1 sinirlar1 0 < <1, meN olmak {izere,

2(1- B 2(m+1)(1- B 1-
|am+l|s¥ Ve [ay.|< ( )g ) LA

m m m
olur (S. Altinkaya and S. Yalgm, 2015).

m =1 durumu i¢in eger ,A =0 ve =1 almirsa Tanim 4.1.3 ve Tanim 4.3.1
ile verdigimiz smiflar sirasiyla S’y (@) ve S; (f) smiflarma indirgenir ve asagidaki

sonuglar elde edilir.

Tanmm 55 fe) ve g=f~" olsun. Eger f e} fonksiyonu icin 0<ea <1 olmak

lUzere
arg s (Z) < : zeU
f(z) 2
ve
arg(wg (W)J or , weU
g(w) | 2

esitsizlikleri saglaniyorsa (4.1.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Sg (a)

smifindadir denir (G.Murugusundaramoorty, N.Magesh, and V. Prameela,2013).

Teorem 5.6 f eSg(a) olsun. Bu durumda katsay sinirlart 0 <« <1 olmak iizere,

la,| <

ve |ay|<4a’+a,

2a
Ja+1

olur (G.Murugusundaramoorty, N.Magesh, and V. Prameela,2013).
Tamm 5.7 f €Y. ve g=f ™ olsun. Eger f €Y fonksiyonu icin 0< <1 olmak iizere

Re{%(zz))}w . zeU

Re{wg'(w)}>ﬂ . weU

9(w)
esitsizlikleri saglaniyorsa (4.1.1) seklinde tanimlanan f fonksiyonu Sg (8)

ve

smifindadir denir (G.Murugusundaramoorty, N.Magesh, and V. Prameela,2013).
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Teorem 5.8 f S5 () olsun. Budurumda 0< B <1 i¢in katsay1 sinirlari

a,|<\2(1-8) . |a<4(1-B) +(1-B)

olur (G.Murugusundaramoorty, N.Magesh, and V. Prameela,2013).

m=1 durumu igin eger sirasiyla =0 ve A=1 almirsa Tanim 4.4.4 ile
verdigimiz smif ve Teorem 4.4.5 deki katsayr sinirlarinin asagidaki sonuglara
indirgendigi goriliir (P.P. Vays and S. Kant, 2017).

Sonu¢ 5.9 fe) ve g=f" olsun. Eger f e fonksiyonu i¢in 0< S <1 olmak
uzere,

ise,
|a,| < min {1/n|r|(1—,8), n|r|(1—,8)} ve |ay|<nlz|(1-B)
olur (P.P. Vays and S. Kant, 2017).

Sonu¢ 5.10 feX ve g=f" olsun. Eger f e fonksiyonu igin 0< <1 olmak
lzere,

1+1{Zf”(2>}epn(m e 1+1[W9"(W>}pn<m

r| f'(2) 7| g'(w)

ise,

2 2 B
olur (P.P. Vays and S. Kant, 2017).

| <min { nlfl(lﬂ),nlfl(lﬂ)} . |a3<n|r|<;—ﬂ>
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